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SUITES NUMERIQUES

I. L'ensemble des suites réelles
1. Définition d'une suite

On appelle suite réelle toute application d'une partie delt] a valeurs dans [R et on note I:UNII” ou I:VHIIH en général.

Vocabulaire :
L'ensemble des suites réelles sera noté par [gH.

2. Opérations algébriques
a) Egalite

Soient ([Fg)et (V) ERN.
On dit que les suites sont égales et on note : [Um]:[?’mj ssi ['ﬁ"nE[Nj;Hm:Vm

Exemple :
YrEN : Ty=cos(nid) et ¥,=(-1)"
Ona¥neElN :cos(nfT)=(—1)"donc ¥nill : Ta=Vy alors: [Ta1=(¥y)

b) Addition

Soient {7, et [T,-",quIEN.

La suite[Wn]EEN définie par : '¥x: W= ,+V 5 est appelée lasuite somme de [[7 ;] et [T 4] etonnote: [W o )=(ITg+¥ 4]
Exemple :

WrneM : Up=n24+let Va=2In

On adonc: Wn:Un+Vn:ﬂ2+1+2n:|:n+1:|2 alors : W:u:(ﬂ+1:|2

c) Produit

Soient [Tyl et (V5] eRH, la suite(Wn]EIRN définie par : '¥r: W y=1IT,. 1"y est appelée la suite produit de ([T 4} et (¥ 5] eton note :
(W a)=(UsV3)
Exemple :

YRelN @ Fa=(n+1)? et Vm?ﬁ
Ona: Wm:Hn_szlznﬁ-l:Iz_ﬁ:l:ﬂ'fljl.ﬂ n+1 alors : Wm:(n+1:|_1.l'n-|-1

d) Produit par un scalaire

Soit ([f,1ERH etsoit JER , lasuite [an définie par : ¥rnEM : Wy =Ally seranoté : [JLU,U]

3. Suite minorée - majorée - bornée

Définition :

Soit [T E RH.

On dit que [Uﬂ] est majorée (respectivement minorée) ssi :
JMER, ¥nel : <M (respectivement I <17 y).

On dit que [Um] est bornée si elle est a la fois majorée et minorée.

Exemple : ]
YneEM ;. Ug=sin(nt+3nd+5).
Puisque ¥nEM : —1<sin(nt4+3n245)<1 (Propriété de la fonction 51 )

Alors WrneER - —'lifrnil,c'est—é-direquern‘J est bornée .
Proposition :

Soit I:U,,:IElRN , ([T est bornée ssi :

JMERY [ ¥neEN) : |Uq<M.

4, Suite croissante - décroissante - monotone

Définition :

Soit (UHjEIEN , on dit que :

(I ) est croissante (resp. strictement croissante) ssi : ¥rnel : Uy E a1l (resp. Ug=Tn41)
(17 5] est décroissante (resp. strictement décroissante) ssi : ¥nElM : IFg Z1a41 (resp [T g=>ln41)
({7 5] est monotone ssi elle est croissante ou décroissante.

[Uﬂ] est strictement monotone ssi elle est strictement croissante ou strictement décroissante.

Exemple : n
soit (Uz)ERN [/ WneM) : UNZZ%
k=0
?J-|-1 n
Soit miEN Hn+1—Uﬂ:E%—Z%:m}C‘
k=0 k=0

Donc [Uﬂ] est croissante. (Méme strictement croissante)
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Il. Notions de suites convergentes
1. Définition et propriétés de la convergence

Définitions :

Soit ([T )€ RFH et soit [ C[.

On dit que [ {7 5 converge vers | ssi:

(Ye=0) (AN EMN]) | (VnEMN) @ n>N=|U—{]<e

Si une suite ne converge pas, on dit alors qu'elle diverge.

Vocabulaire - Notation : .

| est appelé limite de la suitefﬂn] et on note : ﬂl_l}l_'l_ﬂmﬂn = ou Jl:-’,ﬂi:fm =i.
Théoréme :

Si la suite [Uﬂ] converge vers une limite |, cette limite | est unique.
Proposition :

Toute suite convergente est bornée.

Remarque :

La réciproque est fausse en général.

Exemple :
Soit ([Ta)€RN f¥neMN : Up=(-1)"

(I ) est bornée mais pas convergente.

2. Opérations sur les limites

Théoréme :
Soient [ 1, et I:ymjl deux suites de R H.
Soient | et /! de[R, tq: [ Iy converge vers | et I:yﬂjl converge vers |, alors on a :
YAcR, lasuite I:z'ﬂ+lymjl est convergente eton a : 1im[$n+lynj:4'+M“:1irn:-rn+?t-1imy,u~
La suite [ Ty.4, ) est convergente et on a : lirn[;r,,.yﬂ]:J'xl"':h'm;r,,xh'myﬂ .

z

Si 1"’:|,|":|:| yalors ANEMN [ ¥n>N ym:f:CI, de plus, dans ce cas, la suitel[i.—] est convergente et on a : f:'m[

A I
a

m _l_limSn
illFUII_J"'_limg.',“'
Théoréme :

Soient {xq],(y, Je(25) trois suitesde fH tq: W¥mEMN y < ry<ay.

silim :limzﬂ:fEﬂ?,alors I g | converge aussi vers | .
yﬂ a

3. Convergence des suites monotones

Théoréme fondamental :

Soit ([T € RH une suite croissante, (7 ) converge ssi elle est majorée, et on a, dans ce cas :11m Iy = Sup(lfy)
Soit [ glE [FH une suite decroissante, {F . converge ssi elle est minorée, etona, danscecas: |1 [Fo=nf({a)
Corollaire :

Toute suite croissante négative est convergente.

Toute suite décroissante positive est convergente.

Définition :

Soit [T E RH.

On dit que [ {7 5 tend vers 4o (resp —ca) ssi: [FA=0) (AN EM) (FYnEMInFENSUgsA (resp: Uy A ), etonnote: i Ty=+ca

(resp —a).

Proposition :

Soit [T 1ERH,

Si (7 ) est croissante et non majorée alors : 1 {fy =-ca-
Si [Um] est décroissante et non minorée alors : lim fy=—ca.
Proposition :

Soient [[Tglet [¥y) cRHtq: ¥neEM Ua=Va

Silim fy=—coalorslim Vy=—co.

Silim Vg=-4coalorslim Fy=+4co.

lll. Suites extraites - Suites adjacentes
1. Suites extraites

Définition :

Soient ({7 5] et [¥5) ERM, on dit que [¥ 4] est une suite extraite de [T ) ssi: J4 1[N —+ N strictement croissante tq :
YrneM @ Va= Ug.[ﬂ] et on appelle 4 une extractrice.

Exemple :

_ , N— N NN
Soit (UH:IE[EN tq :U;qzl:—].:lﬂ et soient : 1'lgll " — I et 1I'£|2 n — In+1

Val et (W) sont extraites de ([T g tq: W=l (a]=02a=(—1)2"=1 et W=l g, (aj=U2141=(-112"t1=1
n n n 35'1[ ] 5!'2[ ]

Proposition :

Soit fune extractrice alors : ¥reE M : () >n
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Proposition :

Toute suite extraite d'une suite bornée est bornée.

Toute suite extraite d'une suite convergente est convergente et converge vers la méme limite.

Alors si on trouve que deux suites extraites ne convergent pas vers la méme limite, alors la suite "mére" n'est pas convergente (diverge).
Exemple : dans l'exemple précédent,

lim Vy=1letlim Wy=—1,alors (Vg) et [¥ ] ne convergent pas vers la méme limite (1?":—1 ), ce qui montre que[[f 5] diverge.
Théoréme de Bolzano - Weierstrass réel :

De toute suite réelle bornée on peut extraire une suite convergente.

2. Suites adjacentes

Définition :

Soient [{f ] et [¥ 4] £ RM, on dit quelles sont adjacentes si lune est croissante et l'autre est décroissante et lirn [{fq—¥ 51 =0
Proposition :

Soient [ 5] et [¥ 4] deux suites adjacentes tq : [T 5] croissante et [¥4] décroissante, alors :

WREMN @ Fa<Vy.

Théoréme :

Deux suites adjacentes sont convergentes et convergent vers la méme limite.

IV. Suite de Segments Emboités

Définitions :
Un segment est tout intervalle fermé et borné de la forme[a,b] (a<h).
Soit [ 5] une suite de segments, on dit que cette suite est emboitée ssi: [¥nElM] : Jat1C[,.

Exemple :
Soit ;£ ¥, onnote : J o :[':'.sl'u] , (5] est une suite de segments emboités car ¥ n £M* [DIHLH]C[DI,I-,].
Proposition :

Soit [ [, 1=([ag.bg]] une suite de segments, ona: [ J 7 est emboité & ([g,] croissante et|[ b, " décroissante).
Théoréme des segments emboités :

Soit [Fgq1=([ag,bn]) une suite de segments emboités tq lim by —a, =10, alors il existe un ¢ £[R tq : I;IN[GN.E?'N]: fe}
a

V. Suites récurrentes
1. Suite arithmético-géométrique

Définition :
SoiEr I:H,, cRH, on dit que| [, est arithmético-géométrique ssi : Hialb] cER¥*— {l}xl]?* tq:
=
YrneM ; Tati=al g+b
Remarque :
Sig=1:(If5) est arithmétique, et si b= :[Il 5] est géométrique.
Proposition :
[IFg) converge ssi: |al«1, etdanscecas: lim [fq= 1E_a

2. Suites récurrentes linéaires du 2e ordre

Définition :

Soit [ g,bYER3, la suite ({7 5] definie par :

(Uo,U1)ER?

YneW ;o Fada+allati+bii,a=0

est appelée suite recurrente linéaire du 2e ordre, et équation z2+azx+4+h=0 |:,z' E IE:l est appelé équation caractéristique qu'il faut resoudre
pour trouver [ {7 5 en fonction de n.

Théoréme :

Soit 24 gx+4h=0 léquation caractéristique et A — q2— 4}k .

e Si M= : léquation admet 2 racines réelles ¥'1 et ¥'3 tq: Um:a?"’f-l-ﬁrg avec (a,ﬁ']E[Ej-
* Si A =0 : l'équation admet une racine double réeller tq : {f, =[{an+£]r" avec I:a,ﬂ:lEﬂ?g-
* Si M7 @ léquation admet deux racines conjuguées : ?"1:?"6".5 et ?"2:?"6'—'-5 tq: Un:?"”[ﬂ':c'ﬂ'[ﬂ'?]‘Fﬁﬂ'in[ﬂﬂj avec [a,ﬁjeﬂ?f*

3. Suite recurrente : cas général

Définition :

Soit [ un intervalle de[R et soit f:J — [ tq FIINC T, lasuite (7 g |définie par :
gel
Wn Uat1= (U] estappelé suite recurrente.
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